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RESUMO

Revisa-se brevemente, nos capitulos I e II, os concei
tos basicos das formulacoes de Integrais de Trajetoria e da Me-

canica Pseudo-Classica.

Desenvolve-se pelo método de Feynman, no capitulo III
uma expressao geral para o operador Hamiltoniano quantico,a par
tir de um sistema classico geral, nao relativistico, incluindo

potenciais dependentes da posigao e velocidades.

Para os sistemas Pseudo-classicos, obtem-se apos a
quantizacao, pelo meétodo de Feynman, os mesmos resultados encon

trados pelo método canonico de quantizacao.

Finalmente, ainda no capitulo III, determina-se 0S
propagadores de Feynman para sistemas Pseudo-classicos G, e G2

e generaliza-se, em seguida, para O caso GN’ quando a Lagrangea
N
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CAPITULO I

I - PRINCIPIO DE FEYNMAN

I1.1. Introducao

O conceito de "Integral de Trajetoria' foi introduzi

da por Feynman e publicado em 1948(2).

Para ele, o problema consistia em aplicar o princi-
pio de acao minima a Mecanica Quantica, de tal modo que a Meca
nica Classica pudesse ser obtida naturalmente, como um caso es

pecial de Mecanica Quantica, quando h (constante de Planck)ten

desse a zero.

Feynman entao, procurou uma conexao entre a formula-
cao da Mecanica Quantica e conceitos classicos como a Lagrange
ana ou em particular, o principio de Hamilton (Funcao S). Se-

(1)
J

gundo um trabalho de Dirac no qual este surgeriu que a

funcao exponencial de 1ie vezes a Lagrangeana (eiEL), poderia
ser "analogo a' uma funcao transformacao para a funcao de onda
Y da Mecanica Quantica, de tal forma que a funcao ¥ em um dado
instante seria relacionada com a funcao de onda em um instante
posterior (isto €, num intervalo de tempo ¢ mais tarde) pela
multiplicacao com a tal exponencial. Feynman analizou a possi-
bilidade da expressao 'analogo a'" ser substituida por '"igual a'.
Essa analise o conduziu ao uso da exponencial da integral tem-

poral da Lagrangeana ou acao S, como a funcao transformacao pa

ra intervalos no tempo, finitos. Mostrando em seguida que a for



mulacao assim obtida da Mecanica Quantica era equivalente as de

Schrodinger e Heisenberg.

Este capitulo tem os seguintes objetivos: introduzir
o formalismo de Integral de Trajetoria; definir e apresentar as
interpretacoes fisicas do propagador de Feynman; como tambéem
discutir algumas de suas propriedades. Na seccao I.6, como apli
cacao, calcula-se o propagador XK para uma particula livre. Fi-
nalmente, na seccao I.7, define-se o propagador K no espaco de

fase ressaltando as vantagens com relacao ao propagador defini

do no espaco de configuracao.

[.2. Definicoes e Conceitos Importantes

[.2.1. Principio da Incerteza

Suponha que um sistema para atingir um estado a par-
tir de um estado dado inicialmente possa faze-lo por diferen-
tes caminhos. Para saber qual caminho foi seguido € necessario
introduzir um aparelho de medida. Mas, em escala microscopica,
e impossivel separar com todo rigor o objeto (sistema) do ins-
trumento de medida. A intervencao do aparelho de medida, segun
do a interpretacao usual da Mecanica Quantica, aparece entao
como uma perturbacao incontrolavel, cujo carater finito e nao
nulo deriva diretamente do atomismo da acao. A existencia des-
sa perturbacao incontrolavel poe um limite a esta necessaria dis
tincao entre sujeito e objeto, e obriga a uma revisao dos con-

ceitos classicos sobre a descricao dos fenomenos. Em particu—

lar observa-se que a probabilidade do sistema ''chegar' ao ou—



tro estado final nao e a soma das probabilidades referentes a
cada um dos caminhos possiveis, o que sugere entao definir o

(3),

seguinte principio da incerteza sob a forma

"Qualquer processo usado para detectar uma das alter-
nativas possiveis a serem seguidas por um sistema destroi a in

terferencia entre as alternativas''.

Esta forma de apresentar o principio da incerteza,di
fere da forma apresentada por Heisenberg, a qual poderia ser

(3)

expressa por COmo

"Ambos, posicao e momentum nao podem serem medidos |,
com certeza absoluta, simultaneamente; o produto das 1ncerte—

zas do momentum e da posigcao relativos a um experimento nao po

de ser menor do que h = h/2n, onde h e a constante de Planck".

[.2.2. Amplitude de Probabilidade - Definicao

Para introduzir o conceilto de amplitude de probabili
dade em Mecanica Quantica, consideremos a seguinte '"experien—

cia mental':

Suponhamos que uma particula se propague de uma fon-
te F situada num ponto '"a', ate um detector D, no ponto '"b".Ve
ja figura I.1. Trataremos o problema, por motivo de simplicida

de, bidimensional.
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Suponhamos entao que entre a fonte e o detector exis-
te um anteparo na posigcao X = X1, com dois furos y; e y, respec
tivamente. Como o arranjo experimental nao nos permite determi-
nar por qual trajetdoria a particula seguira para chegar ate o
detector, devemos entao, atribuir a cada uma das infinitas tra-
jetorias uma certa probabilidade desta ou aquela acontecer. Em

outras palavras, devemos associar a cada alternativa uma certa

amplitude de probabilidade, ¢.

A amplitude de probabilidade total ¢ da particula sa-
ir da fonte F e chegar em um ponto no detector D, sera entao, a
soma das amplitudes associadas a cada alternativa possivel. Por
exemplo, se a alternativa da particula passar pela fenda y, as-
sociarmos a amplitude de probabilidade b€ a alternativa desta
passar pela fenda Y5 associarmos a amplitude b, , @ amplitude

de probabilidade total ¢ sera,

o (x) = cbl(XJ - ¢2(X) (I.1.)

Experimentalmente observa-se que a probabilidade da

-

particula chegar em um ponto qualquer x no detector, e igual ao



-

quadrado do modulo de %, isto e,

2

2
P(x) = |&| = |¢1 + ¢2| (I.2)

e por outro lado,

2 2
P, = |¢21] , P2 = |¢2] (1.3)

sao as probabilidades da particula passar pelas fendas y;, e vy,

respectivamente.
Comparando (I.2) e (I.3) temos que:
P(x) = P;(x) + P, (x) (I.4)

que nos leva a concluir que deve existir uma certa interferen-
cia entre as possiveis alternativas. Assim, uma definicao mais

geral para o termo "'amplitude de probabilidade“pode ser,

-

"Amplitude de probabilidade e a quantidade associada
a todos os processos por melo dos quals um evento na natureza

pode ocorrer'.

I.2.3. 0 Operador Evolucao

Desde que a escala de precisao dos fenomenos quanti-
COS nao existe uma clara separacao entre sistema e instrumento
de observacao, a evolucao de um sistema quantico deixa de ser

estritamente causal desde o momento em que este se encontra sub



metido a uma observacao. Pelo contrario, um sistema quantico i
solado de toda 1intervencao exterior evolul de forma exatamente

previsivel.

Consideremos inicialmente um sistema quantico isola-

do; 1sto e, um sistema que nao interage com nada salvo quando

se efetua uma medida sobre ele.

Seja \W(to)> O vetor que representa seu estado dina-
mico em um instante to; dado |¥ (to)>, o vetor |¥(t)> que re-
presenta seu estado no 1nstante posterior t, pode ser segundo

a teoria quantica habitual perfeitamente determinado;

- Em primeiro lugar postula-se que a superposicao 1i
near dos estados e valida ao longo do tempo. Por conseguinte,a
correspondencia entre |¥ (to)> e |¥(t)> € linear e define um
certo operador linear G(t,to), 0 qual recebe o nome de opera—

dor de evolucao:

v(t)> = U(t,to) |¥(to)> (1.5)

il i

Se o sistema e conservativo, 1sto e, se sua energia,

e

representada pelo operador Hamiltoniano H, nao depende explici

tamente do tempo, U(t,to) pode ser definido por:

..-... — %'H(t-to)

U (t,to) 2 e (1.6)
o qual e solucao da equacao

ih.d U (t,to) = HU (t,to) (I.7)

d
dt



satisfazendo a condicao inicial,

.

U (tog,to) =1 (I.8)

)

Por extensao, admite-se, com toda a generalidade,que

]

o operador U(t,ty) € a solucao da equacao diferencial (I.7)que

satisfaz a condicao inicial (I.8), inclusive quando o sistema

]

e

quantico nao € conservativo. Neste ultimo caso, H depende ex—

plicitamente do tempo e a relacao (I.6) para o operador U(t,tg)
nao € mais valida. Na realidade, no caso em que H depende de
t nao e possivel obter uma solucao (I.7) sob a forma (I.6).Nes

te caso, a equacao (I.7) e a condicao (I.8) podem ser substitu

idas pela equacao integral equivalente,

-

t
UCt,ty) = 1T - ,-ﬁl-/ HU(t',tg)dt" (I.9)
tﬂ

As equacoes (I.7), (I.8) e (I.9) expressam a lei fun
damental de evolucao do sistema quantico. Uma expressao equiva

lente desta e a equacao de Schrodinger ou equacao diferencial

da evolucao dos estados dinamicos do sistema, ou seja

ifi. S [¥(t)> = H|¥(t)> (1.10)

Usando a conservacao da norma de |¥(t)> no tempo, pode-se mos-

trar que U e um operador unitario,

<g(t) |¥(t)> = <y (to) ]ﬁJrﬁ]lP(to)> = <y (to) |¥(to)>

(I.11)

-

0 que e verdade se



(1.12)

ou
0w O
No espaco das configuracoes, descrito pelas coordena
das q = (9, qz,...,qg), onde % e o numero de graus de liberda

-~

de, o sistema € descrito pelo vetor de estado |q> num instante

t. A probabilidade de que este esteja entre |q> e |q+dq> , no

instante t, sendo |q0> 0 estado no 1instante t,s e:

P(q,q,5t,t )dq = |<q|UCt,t ) ]a > |* dq (1.13)

A funcao de onda no espaco das configuracoes e, por

outro lado definida por:

]

<q|¥> = ¥(q) (I.14)

—

Concluindo essa seccao, lembrem que o operador U sa-

tisfaz a seguinte lei de composicao:

DUt t, L DULE, oty o)se U gt ) (1.15)

U (t_to) n-1° n-

Para



[.2.4. Principio de Minima Acao: Definicao

Tomemos uma particula que parte do ponto q, no ins-

tante t_ e chega ao ponto q, NO instante t

Na Mecanica Classica, em oposicao a Mecanica Quanti-

ca, existe somente uma especifica e particular trajetoria para

—

ir de "a'" ate "b'", a assim chamada ''trajetoria classica', a

qual simbolizamos por chtfj

Un dos mais elegantes modos de expressar a condicao

que determina a particular trajetoria ch(t), dentre todas as

)

possiveis trajetorias, € o principio da minima acao. Isto e, e

xiste uma certa quantidade S a qual pode ser computada para ca
da trajetoria. A trajetoria classica A, (1) e aquela para qual

il

S € um minimo. Na realidade a condicao real € que S seja mera-

-

mente um extremo, o0 que € o0 mesmo que dizer, o valor de S nao

muda em primeira ordem se a trajetoria A, (t) e lentamente mo-

dificada.

A quantidade S e dada pela expressao:

b
L (q,q,t)dt (I.16)

U
Il

il

onde L e a Lagrangeana do sistema.

-

Para determinar a trajetoria ch(t), como € sabido |,
usa-se o calculo variacional. Supoe-se uma variacao na trajeto

ria classica de uma quantidade §q(t), e usa-se a condicao de extre



mo fixos,
5q{ta) = 5q(tb) =0 (1.17)

A condigao para que ch(t) seja um extremo de S, sig

nifica:
§S = S(q+sq) - S(q) =0 (I.18)

em primeira ordem em §q. Usando a definicao (I.l7), vem que,

o
b
S(q+sq) =/ L (q+§q,q + §q,t)dt
t

a

t
b
. sL
/t [L(G,q,t) + 64 = Y] +6q aq] dt (I.19)

a

t
b
§S = S(q+8q) - S(q) =/ (gq_qu“*) dt (I1.20)
t

a

Usando a relacgao,

d aL » 3L

Tt (é6q- —3_(‘1:) = 6qa—q + 8q . j) (1..21)
obtém-se
T
t b
1L b
8 = sa(tngg ¢ —j s [Gy-5ul de (1.22)
t
a

onde o primeiro termo € nulo, pois §q € fixo nos extremos.



Entre os pontos "a'" e "b" q(t) pode assumir qual-
quer valor arbitrario. Segue que a trajetoria para ser um ex-

tremo deve satisfazer sempre a condicao:

d L oL _ (I.23)
rEd (g—q) " 3q 0

A solucdo desta equacdao fornece a trajetoria classica, q(t).Es
sa equacao € comumente denominada de "Equacao de movimento de

Lagrange'.

Na Mecanica Quantica, ao contrario da Mecanica Clas-
sica, tem importancia tanto a forma da integral de S quanto os

valores dos extremos.

I.3. Soma sobre as Trajetorias e Eventos ocorrendo em Sucessao

A melhor forma de apresentar o conceito de integrais
de trajetoria € a partir do experimento idealizado por Feynman

e Hibbs(a)'

Suponha que uma particula, um elétron por exemplo,se
propague de uma fonte F, situada no ponto "a'", a um detector D,
situado no ponto "b". Coloquemos entre a fonte e o detector um
anteparo opaco na posicao Xy, com dois furos Y1 € Y5 (fig.1.1)
Sabemos que, se o arranjo experimental nao permite determinar
por qual deles o eletron passa, a amplitude de probabilidade pa
ra ir de "a" a "b" € a soma das amplitudes de probabilidades pa

ra passar por y; ey, (interferencia de caminhos alternativos).



Se colocarmos malis um anteparo na posicao x, com fu-

tos €l yg = y4, temos caminhos possiveis passando por (yl’y3)’

(yl, y4), (YZ’YS) e (y?,y4) (veja figura I1.2) e a amplitude to-
tal correspondente a particula sair de F e chegar em D,deve ser
entao, igual a superposicao das amplitudes correspondentes a ca

da uma das 4 alternativas possiveis.

.-'-""H ‘\:H“"‘-..__ y3
= H\.\ r;‘ S
d'"f N\ -""'--..____‘-
Fonte i 2N _.---Vl Detector
H"‘\ .ff - o
F \"‘--. fj--"'"’## )4 D
4 Fig. I.2
2
= = X X = X X = b
X d X ]. 2

Se aumentarmos o numero de furos e de anteparos 1inter
mediarios, conforme figura I.3, o numero de caminhos possiveis
ou alternativas que interferem aumenta, ate que no limite de sub
divisoes, Fig. I.4, temos de considerar todas as trajetorias pos
siveis y(x) com extremos fixos. A amplitude sera entao, a super
posicao das amplitudes correspondentes a todas as trajetorias

possiveis, com extremos fixos em "a'" e "b'".

Fig. I.3 Fig. 1.4



Essa ideia de associar a cada trajetoria uma certa am
plitude de probabilidade e o mesmo que estabelecer pesos a cada
alternativa. Como existe na realidade, infinitos caminhos possi
veis para ir do ponto "a'" ou '"b", o que fazemos e somar todas
as contribuigoes devido a cada alternativa. Essa soma, entao re
presenta a amplitude da particula sair de F e chegar em D, sem

especificar qual trajetoria ela seguiu na realidade.

E bastante intuitivo, que deve existir um certo con-
junto de trajetorias com maior peso, isto €, com maior chance de
serem a trajetoria seguida pela particula, no caso o eletron .
Por éutro lado, o eletron pode ser olhado como tendo um compor-
tamento corpuscular, logo de acordo com a Mecanica (Classica, es
te deve seguir uma trajetoria definida. Entao, qual sera esta
trajetoria? E quais das infinitas trajetorias estariam contidas
no conjunto com maior, probabilidade de acontecerem? Para res-
ponder a estas questoes, € bastante lembrar o principio de mini
ma acao. De acordo com esse principio, conforme se sabe, o cami
nho escolhido pelo eletron € aquele cuja acao S € minima, ou pa
ra ser mais exato, um extremo. A esta acao denominaremos  acao

classica, S__. Por outro lado, podemos associar a cada trajeto-

Cl
ria uma acao S. Assim as trajetorias contidas no conjunto mais
provavel, serao aquelas cuja acao nao diferencie muito da acao

classica.

Ja que existe um metodo para determinar a trajetoria
classica, por que nao usa-lo? E ai que surge o principio da in-
certeza de Helsenberg, o qual estabelece que a posicao € 0 mo-
mentum iniciais nao podem ser conhecidos com absoluta certeza

simultaneamente; em outras palavras, quailsquer valores 1nicilails,



satisfazendo as relacoes de 1ncerteza de Helsenberg, para o mo-
mentum e posicao sao possiveis e portanto nao € possivel deter-

minar o tal caminho classico.

il

Em sintese, o que temos a fazer e estudar o problema
de um elétron que parte de um ponto "a'", fixo, e chega a outro
em "b", tambem fixo. Como existem infinitas trajetorias possi-
veis, atribuimos a cada uma delas uma amplitude de probabilida-
de e finalmente somamos as contribuicoes devido a cada alterna-

tiva. Esquematicamente podemos representar estes resultados por,

Detetor

Fonte Fig. I.5

Foi a consideracao de tals fatos que nos parece leva-

ram Feynman a introduzir a "Integral de Trajetorias".

Seguindo a ideia de Dirac, Feynman assumiu que as am-
plitudes de probabilidades ¢ fossem proporcionals a exponencial
de i vezes a acao classica S divido pela constante de Planck so

bre 2w, comumente definida por h, ou seja

iS

o [q(t)] ~ el (1.24)



A contribuicao para a amplitude total, a qual simboli
zamos por K(b,a), sera a soma das contribuicoes ¢[q(t)] de ca-

da trajetoria,

K(b,a) = D ¢[q(t)] (1.25)

Sobre todas
as trajetorias

E para uma distribuicao de trajetorias continua, devemos subs-

-

tituir o somatorio por uma integral, isto e,

b
K(b,a) = / o [q(t)]dq(t) (I.26)
d

sendo que, por definicao, a contribuicao de cada trajetoria tem

uma fase proporcional a acgao S,

- 1S5[q(t)]
s[q(t)] = const. éﬁ (I.27)

A probabilidade, P(b,a) para ir de um ponto q,no ins

il

tante t  a um ponto ¢, no instante t, e entao definido como o

modulo ao quadrado da amplitude K(b,a), para ir de '"a'" a '"b".

P(b,a) = |K(b,a)|* (1.28)

I[.4. Integral de Trajetoria: Definicao

Denotemos por Q o conjunto de todas as funcoes dife-

renciaveis q(t) as quais satisfazem a condicao que q(to) = q,

e q(t) = q. Para cada funcao em Q (a qual pode representar obviamente a



trajetoria de uma particula, movendo de q, @ q no intervalo de

tempo t a t) calculamos a acao,

S[q(t)] = L dt

A partir da equacao (I.26) e (I.28) pode-se definir a

segulnte 1integral funcional,

1 S[q(t)]
K(q,q, ;t-t ) = feﬁ dq(t) (I.29)

Para definir a integral no espaco das funcoes, consi-
deremos uma sequencia de particoes do intervalo t_ <t<t, tal co-
mo usado na definicao de integral de Riemann. A N-esima parti—

— il

cao e dada pela escolha de N+1 pontos: t <t

I

<t2<.. t.

1 .<tN_1<tN

Para N particoes consideremos a seguinte funcao linear do tipo

—

"em pedacos' a qual tem valor q, em t_, 1sto e,

R tn - T T - tn 1
q(t) = q_ ( ———= ) + q_ ( I . (I.30)
n-1*t - t__- n T -t
para qy =4 e t ;< t <t

Na N-esima aproximacao para a integral funcional, in-
tegramos sobre todas funcoes qy €om uma constante de normaliza-
aproxime-se de um nucleo (Kernel) uni-

N
tario. Uma tal constante de normalidazagéo e (3)

cao escolhida tal que K

Gy = - [ = A 24 o - C (I.31)
SER I L % Y G TT “n

n=1 n=1




Entao,
. 1 S[q(t)]
. - 3/2|1 h

K(g,q_;t-t_ ) = 1lim [ A ] e d*q,d*q,...d3q

v y Neroo 1111;1 2 hor (t -t o) it N~
E definindo

- . N -im 3/2
Dg(t) = 1im Tr | ] ‘ d3q1d3q2...d3ch_1 (I.33)
N—>m n:l 2'?T‘h (tn—tn_l)
temos que,
iS[q(t)]
K(q,qo;t-to) = eﬁ . Dg(t) (I.34)
§e

Esta integral foi denominada por Feynman de '"Integral de Traje-

toria'.

I1.4.1. Eventos Ocorrendo em Sucessao

A acao S(b,a) pode ser expressa por uma soma das agoes

para cada 1ntervalo d,-9,_71» COMO

S(b,a) = S(b,N-1) + S(N-1,N-2) +... + S(2,1) + S(1,a) (I.35)

Substituindo este resultado na equacao (I.32) obtemos

iS(N-1,N-2) iS(1,a) (I.36)

i S(b,N-1)

H H H
]e . € I <:1:"ql....1.c:13'qN__1
§

N
K(q,q,;t-t ) =NT 1T S,
n=1



Definindo ,

S(N-n-1, N-n)

1)
S | s

K(n+1l,n) C e (I1.37)

temos que,

K(q,qo;t—to) = | K(b,N-1).K (N-1,N-2)... K(Z,l).K(l,a)d3q1...d3qN; (I.38)

1
A

Isto significa que podemos olhar a particula indo de "a'" a
"b'", como se primeiro ela fosse de '"a' a ql(t), depoils de ql(t)
a qz(t), entao de qz(t) a q3(t),..., e finalmente de qN—l(tN-l)

9 llb” .

Em sintese, temos uma sucessao de eventos ocorrendo

no tempo.

[.5. Olhando K como um Propagador

Nas seccoes anteriores definimos e introduzimos a am-
plitude de probabilidade K, a qual a partir de agora chamaremos
de nucleo propagador ou simplesmente propagador K. Conforme a
definicao, K representa a amplitude de probabilidade de um siste
ma partindo de um ponto '"a'" e chegar a outro "b', por qualquer
trajetoria ligando "a' a "b'", © seu modulo ao quadrado represen

ta a probabilidade de encontrar esse sistema num ponto P do es-

paco.

O ente K, no entanto pode ter uma outra interpretacao:



- Tomemos um sistema que seja descrito no espaco de

] il

configuracao pelas coordenadas (= (q1,q2,...,q£)onde % € o nume
ro de graus de liberdade. Se o sistema estiver no ponto dq em

t

to, 0 que representamos pelo vetor de estado \qo>, a proba-

bilidade de encontra-lo |q> e |q+dq>, no instante t, &

P(q,qo;t) dq = |<q|U(t—tO)|>‘2dq (I.39)

-]

onde U (t'tb) e o operador evolucao definido na seccao I.2.3.

Comparando a equacao (I.28) com a (I.39), obtemos, a menos de

uma fase constante que:

K(q,q9,5 t-to) = < q|U(t-t.)|q,> (1.40)

Por outro lado a equagao (I.5), nos da
Y (t)> = 6(t-to) lﬁP(t6)> ’ (I.5)
ou
<q| ¥ () >= < qluCt-t) | ¥ () > (1.41)

E introduzindo o operador /\q0> <q0‘dqo = 1

< ql'\if(t):» =f<: qu(t-tO) . }I qo ><qo“~i"(t)> dqo (I1.42)
0 qué por (I.40) resulta em:

b (q,t) =./.K (9,955 t-t ). (q,, ty) dqg (I.43)



Este resultado pode ser 1nterpretado fisicamente como:

il

A amplitude de probabilidade total, em (q,t) (isto e, a funcao

de onda ¥ (q,t)) € a soma, ou integral sobre todos os possiveis va
lores de q, no ponto (qo, td) (1sto e, W(qo,td). [sto significa
que os efeitos de toda a historia anterior de um sistema fisico
pode ser expressa em termos de uma unica funcao, ou, dada a fun-

cao de onda inicial, podemos calcular tudo o que pode acontecer

ao sistema apos o instante inicial.

I.6. O Propagador para uma Particula Livre

Com a finalidade de i1lustrarmos como obter K, calcula-

remos o propagador para uma particula livre (unidimensional)

-

A Lagrangeana de uma particula livre e:

L = 5 mg? (1.44)

il

O propagador K (b,a) pela definicao e:

K(b,a) = lim./i.. e dq1dq2...qu_1CN (I.45)

Para uma particula livre, a acao S_ pode ser aproximada por,

Il

q.-q
§_[8,8-33 » 55 - (22058 (1.46)




onde ¢ =t -t

" - ~0quando N -

Substituindo este resultado na equacao (I.45) obtemos,

_—

Usando o fato que a integral de uma gaussiana € também uma gaus

]

siana, podemos calcular a integracao por passos, isto é:

1) - Primeiro integra-se em dq1, tomando para 1sso q, € 9, cons

tantes, obtendo-se:

[ 2nin -2/2 -m : :
I.I = f (—- = -) . EXP {é—lfle [(qz'q1) T (q1“q0) ]} dq1

i __H_l_____ j:m 2; 2 1 2
= (2']Ti 'fle) exp |[ ¥ e (qo + qz)] -feXP[l(aq1 - bq—|)]dQ1

- OO

(I.48)
onde temos definido
a =m , bz=m (a, + q,) (I.49)
e e

il

A 1ntegral acima, (I.48), e do tipo de Fresnel(zo) e

seu resultado é, 1/—§—|. exp | %gi], logo

Li = U gmraal 4 exp Igpirey (a4;-9,)%) (1.50)

—

11) o segundo passo € integrar em dqz. Entao,



I2 = f( m__)l/z_ exp | m -(qs-qz) ] Il.c_lq2 (I.51)

Usando um raciocinio analogo ao anterior, encontramos que,

= 1/2

m 2
IZ = | E;IET%;T] . €XP {[EEITEET]'(Q3"QO) } (L1.52)

E continuando o processo, apos N-1 passos encontramos,

R L heney  (And,) ] (1.53)
ou
K(b,a) = (2mhNeyl/2 7 . (I.54)
logo
K(b,a) = [2nih(%gitaill/2 e [%% (2E:2z)2] (1.55)
onde usamos N.eg = -t

Dessa forma, o propagador K(b,a) para uma particula

m(4b~"a)2
(b,a) = A

livre € dado por (I.55) ou lembrando que S_

) b'ta ?
temos )
iS.,(b,a)
K(b,a) = Cel (1.56)
onde
/2 (1.57)

C = [ m___ 1
B 2m1h b-t;T



I.7. O Propagador no Espaco de Fase

Uma das desvantagens do desenvolvimento das integrails
de trajetoria no espaco de configuracao e que elas sao defini-
das a menos de uma constante de normalizacao. No espaco de fase

tal nao ocorre. De fato usando as equacoes (I.38) e (I.40) obte

mos ,

K(q,q,;t-to) = <q\U(t,to)]qO>

I

[' | '/<qu(tN’tN-1)|qN-1>“ ay_q 1V Gty 1o ty2) layn 2>+
y: q1|U(t1,tO)‘q0 >qu_1qu_2...dq1 (1.58)

’ jj K(N,N-1)K(N-1,N-2)...K(1,0)dqy_;dqy_,---dq,

onde
) - & Hst,
< q Ut ,t _)|a,_1> =<aq,le a, >  (1.59)
st =t -t .
Introduzindo o operador f | Rf{pnldpn = 11 na equacgao (I.58), '
obtemos:

K(q,qo;t-to) =.[...jt:qN|U(6tN)le>{pN|qN_1

5 5% quU(th)lp1><pH|qo:>qu_1...dql.de...dpl



E sendo o propagador para um 1intervalo de tempo infinitesimal
5t definido por,
-1,Hét

R ‘eﬁ I

Kp = <9 lpn><pn|qn—l> (I.61)

tomando-se a expressdo da exponencial ate primeira ordem em &t,

vem que,

-1.Hét

n ~ s
e‘ﬁ = 1 - %wH(ﬁ,ﬁ)étn (L «DL)
0 que resulta em:
~ (I.63)
—i.Hth
H . i .
© qnIe \pn><pn|qn-l>;;<qnw = ﬁ"Hﬁtn\pnMpn‘qn-l>

1
= 11 - ﬁ'H(pn’qn)ﬁtn] <qn|pn><pn|qn—1>

= Z%ﬁ" exp [% néqn - %-Hﬁtn] (I1.64)
para ﬁqn = Qo 1 e
| - P,4
<( - ng?-—* — 1 —1/2 . eﬁ L J (1-65)
J (2h7)
Substituindo a equacao (I.64) na (I.60), obtemos a

expressao para o propagador no espaco de fase,



| N dp N-1 dq
K(q,qo,t—to) = l.im/... TT (= =1 . (=) #
n=1 2vh

N>

N |
e eXD {i -z [p 6q - H(qn,pn)-étn]} (I1.66)

Para um numero infinito de subdivisoes, isto &€ N»= |

a somatoria pode ser olhada como uma aproximacao da integral.(ZO)

N-1 dq_ t
K(q,q,;t-to) = 1im ] ]"[T(———) (—) .exp{ —f [pq-H(p,q) ]dt}

Nrass 271h ].’1121Th H ¢,
(I.67)
E definindo-se
N-1 dqn n
Dq = lim (—=) 3 = lim ( (I.68)
NﬁmI111 2Th TT1

podemos entao, expressar uma integral de trajetoria no espaco

-

de fase, analoga a apfesentada na equacao (I.34), isto e;

TA(4,9,, )
K(q,qo;t—to) = J/Lq-Dp-e (I.69)
onde
t o
to
Nao sendo necessario como dissemos, introduzir constantes de

normalizacao.



CAPITULO II

I1. MECANICA PSEUDO-CLASSICA

II.1. Introducao

O estudo em teorias dinamicas, descritas por Lagrange
anas (ou Hamiltonianas) envolvendo numeros-C e numeros anti-co-
mutantes (variaveis de Grassmann), tem mostrado, nestes ultimos
anos, ser de utilidade em Fisica teorica: descricao de particu-

(25) S-SR - - (9),
las de Weyl , modelo supersimetrico da particula de Dirac
(25) - . .

sao alguns exemplos. Em particular nota-se que as variaveils

anticomutantes podem ser as ferramentas adequadas para se obter

(9) e de graus de liberdade inter

(17)

uma descricao classica do Spin

Como tambem, reproduzir o

(22)

nos das particulas elementares

correto espectro quantico apos a quantizacao

Historicamente, os primeiros passos usando variaveis
anticomutantes foram dados por J. Schwinger (1951)(7) seguido

por Salam e Matheus (1955)(26)

A mecanica para sistemas descritos por numero-C e nu-
meros anticomutantes tem sido denominada de Pseudo—cléssica(g)
Essa mecanica pode ser considerada como o limite classico (no
sentido h+o0) de uma teoria quantica geral com operadores de Bo
se e Fermi; contudo, nao existe '"'a priori" justificativa para
esta generalizacao da mecanica classica. Na realidade, € na ten

. (21) . L . . . “ .
tativa de justificar as variavels ditas microscopicas no 1i

mite classico que se usa uma teoria abstrata construida com va-

riaveis de Grassmann. Nessa formulacao, tem-se entao a corres—



pondencia:
= L h-o R : -
operadores com espectros nao limitados —— variavels miCrosco-

picas = numeros reais.

- H-0 e i i -
operadores com espectros limitados — variaveis microscopicas=

= variaveis de Grassmann

Alem dessa motivacao, a mecanica pseudo-classica tem
demonstrado ser capaz de descrever de forma satisfatoria parti-
culas com spin na presenca de campo gravitacional e eletromagné

AR Contudo, significacao maior dessa teorlia e sua 1mpor—

tico
tancia talvez resida no fato que ela pode permitir,que se obte-
nha um certo conhecimento sobre sistemas que nao possuem um ana

logo classico no sentido estrito, e assim ela adquire um signi-

ficado fisico completo apos ser quantizada.

‘No presente capitulo apresentamos um resumo da pseudo

(9D, (21) " capitulo tem a fi

mecanica segundo Casalbuoni et al
nalidade de introduzir algumas definicoes e conceitos e apresen

tar as algebras Gl’ G2 e GS'

I11.2. Formalismo Canonico na Pseudomecanica

Considere um sistema pseudo-classico descrito  pelas
variaveis ordinarias (namero-c) q.(i=1,2,...,n) e pelas varia-
i

vels de Grassmann Eu(n=1,2,...,N).

A Lagrangeana deste sistema, de forma analoga ao caso



classico, € construida como uma funcao das variaveis q.,q., gu

e ¢ 1sto e,
.'I:l.

bozb @, a5 5 ¢)

Para que os momenta canonicamente conjugados a gﬂ sejam 1mpa-
res(g) e portanto anticomutantes com Eu, torna-se necessario que

a funcdo Lagrangeana seja par com relacao as variaveis de Grass

marnril.

De forma analoga ao caso classico, define-se a  acao

pseudo-classica por:

t"
{.'

Como & sabido, a forma mais geral da lei do movimento

]

dos sistemas mecanicos € fornecida pelo principio de minima a-

i

cao. Na presente mecanica tem-se:

t' e t=t"

— Suponha que o sistema, nos 1nstantes t
ocupe posicoes bem determinadas, caracterizadas pelos dols con-

juntos de valores das coordenadas q1(t'), qz(t'),...q}t‘),z1(t')
5_2(1:'),..., EN(t') e ql(t”),qz(t”),...,qn(t ),E,..l(t ),...,f;.N(t i

Entre essas posicoes, o sistema deve evoluir tal que a integral

(I.1) seja um extremo, isto e,

0 LEL o)

O
5o
|l
O
i
3L
F ol
@
W
gy
JY
 —
an
—t
[l



onde temos usado a notacao q >dq15955+-+5,9, € €+€1,52,...,5N

Assume-se que os extremos q(t'),g (t') e q(t'"),g (t")

sao fixos, isto e,
§qg(t') = sq((t'") =0 ; SeE(t') = sg(t") =0 (II.3)

Assim , (Veja Apendice A)

A = 6 ‘é (Q:qa gae) dt
-tI
C g 4 ¢ y
A _ ) 9 d 0 %
- f (éqiaai- $# aqi—r—aqi + ‘S‘E“agu + 6F BEU) dt
tl
{ gt . % A
A d A d 3
= (8q;5q, *+ St¥aE ) S [ %93 Goq, - T 3g;) 9t ¢
-tll |
-- A d 34
+ SEU(SEU - I 8gu) dt (II1.4)
'

O primeiro termo, do lado direito da 1gualdade, se anula pelas
condicoes (II.3). Como as integrails devem ser nulas para quais

quer valores de 6q; e Sgu, 0s 1integrandos devem necessarilamente

se anular, isto e,

== - o (=) = 0 (II.5a)

= 0 (II.5b)



COIn

Definindo,

P 1 : ﬂuzg—.— (I1.6)
#3 3’
temos que, pelas equacoes (II.5),
pi 2 0 b : AT S (I11.7)
09 ; d& 1
Define-se também o Hamiltonia pseudo-classico como,
% ; q.pl + 5’;'. ‘]TU - é (11-8)

Ficando subentendido a soma nos indices repetidos. Verifica-se
dessa definicao que # & par nas variaveis de Grassmann. Calcu-

lando a variacao em ‘%, pela equacao (II.8), obtem-se

s #

= (Sqif)i < 2 (Spiql - ég 'ﬁu - (S’ITUE



Por outro lado, sendo uma funcao de d; 5 Pso gu e m , pode-se

v
CSCITEeVEeY
4? 13 O & iﬁl
_ u
0 6q13q + &P 3D uagu + O™ B

Comparando as duas ultimas equacoes, tem-se entao:

. ¥4 . . of
14 = —5f ; gu ol v (II.9a)
Ijl S gf : TH = - -g—-gé- (IT1.9b)
] U

as quais sao denominadas de equacoes de Hamilton,.

Seja g#(q,p;g,n,t) uma funcao das coordenadas q(t),
r(t), dos momenta p(t), n(t) e do tempo. A sua derivada total

com relacao ao tempo vem dado por:

d¥ ; ) 8
a?z_g_? a—‘zr +p-—1}1—)+(€ 39:+ TTUETZ‘I) (II-].O)

s

Usando as relacoes (II.9) a eb, segue que,

2H 2 F Y. o oF o H 0 F
(—%- —a— '—Z—) ( F; -é—ﬁ (II.10)

i3p1 o UDE

Define-se entao, de forma analoga ao caso classico, o parentese

de Poisson para a mecanica pseudo-classica; para F e ﬂ , por:



RN ) 1 ¥ _oF '
(¥,4) = apl 39 5 B 39 ; Spl) B (W"afé;:

Assim a derivada total da funcao ?rpode ser escrita como,

%11%/= g{{* 7,6 (I.13)

notando-se no entanto que segundo se tenha variaveis dinamicas
pares ou 1mpares, nas variaveis de Grassmann, os parenteses de
Poisson sao definidos diferentemente.
| ~ . (&4 ) -
Pode-se mostrar que os parenteses de Polsson , tem

as segulntes propriedades

i) {f,g} = - nfg{g,f}

-

(c € um numero-c) (II1.14)

|
-

11) {f,c}

iii) {f,g+h} = {f,g} + {f,h}

1V) {f:gh} {f:g}h + nfg-g{f,h}

onde

-1 se f,g sao ambas Impares nas variaveis de Grassmann

Nfg 1 em todos os outros casos.



Entao, em todos os casos,

fg = ngg- &f (I1.15)

E interessante ressaltar, que a algebra dos parenteses de Pois-

‘ (23)

son da mecanica pseudo-classica, € uma algebra de Lie graduada "

IT.3. Algumas Aplicacoes

Nesta secao discutem-se alguns exemplos de Lagrangea-

nas pseudo-classicas (caso nao relativistico), para sistemas des

-

critos por ate 3 geradores de uma algebra de Grassmann isto e |,

G;» G, e G;. Sugere-se também uma forma geral para a Lagrangea-

na de sistemas pseudo-classicos descritos por N geradores (GN);
contudo, nota-se que dos casos Gl’ G2 e G3 0 de maior interesse

il

em fisica e o G, devido a sua relacao com o problema de uma

particula nao relativistica com Spin, em um campo magnetico ex-

(11)

terno

[I.3.1. Caso a um gerador: G, = Gl{i}

Para sistemas pseudo-classicos descritos por um unico
gerador a Lagrangeana mais geral tem a forma:

s 2 lee 4 ings 5 mgr - V(q) (11.16)

"

onde n € de carater 1mpar. Neste caso, nao existe acoplamento

entre as variaveis Bosonicas e Fermionicas.



E interessante discutir o caso de um sistema descrito
somente pelo gerador da algebra de Grassmann (g), cuja Lagrange

ana deve ser:
ﬁ? ;. ) |
e a Hamiltoniana,

ﬂ' = n(ﬂ-—%g) (IT.18)

Sendo 7 o momento conjugado a .

Das equacoes de movimento de Lagrange, apresentadas

na secao anterior (equacao II.5), obtem-se que,

'é = N (I1.19)

]

Este caso e denominado por Oscilador de Fermi, € po-

de-se interpretar 5 como a frequéncia de oscilacao do sistema.

[I.3.2. Caso a dois geradores: G2=62{gl,52}

-

Se o sistema e descrito por doils geradores £1 € £,

Q)

-

forma malis geral para a Lagrangeana e,

2Ll 1 e e e )V + 20g - V. (Q) (11.20)
= 7 545 7 (515275257 4 > 14 o4 .

com 1 = 1,2. Usa-se aqul soma nos indices repetidos.



Casalbuoni(g) discute, como aplicacao Fisica deste ca

so, a quantizacao de Bohr e Sommerfeld, encontrando para a 'in-

tegral de fase" J o valor,

J = 4T _ ph (I1.21)
W) 11

onde h € a constante de Planck e n um inteiro. Isto daria

E nhuw (I1.22)

sendo o w a frequencia de oscilacao e m podendo assumir dois va

lores somente 0 e 1.

Das equacoes de movimento de Lagrange (eq. II.5), ob-

tem-se

U e
-
|

gZV(q) (IT.23)
&, = - £,V(q) _ (II.24)

- i L3V . Vo _
qk + 7ﬁ.(g1§2 - gzgl) aqk + aqk = () (II.ZS)

IT1.3.3. Caso a tres geradores: Gy = Gz {€1,6,5, £z}

Sendo o sistema descrito pelas variaveis de Grassmann

e

51, Ez e ES a forma mais geral para a Lagrangeana e:



- V(@) - g & V' (q) (I1.26)

As equacoes de movimento sao,

EU - éaV“a + EsVB“ = 0 (I1.27)

= . _u_.v 9V oV

qk"'lg 3 “IW + 1 = 0 (IT.28)
m qk qu

onde u,v

1,2,3. Na primeira equacao de movimento a permutacao
nos indices gregos, sao anti-ciclicos.

(11)

Marinov et Berezin , considerando A" = - ¢ A

com p,a,B = 1,2,3, encontraram como um possivel Hamiltoniano pa

ra O Ccaso GS’

b= 3= pp V@ ¢ (LAMIV @ + A M) (I1.29)

k = 1,2,3 e u=1,2,3

il

- vn _ 2 > ;
onde Lu =& ., P (q x p)“ ¢ 0 momento angular orbital,V_(q)

e Vl(q) sao funcoes potencial e r"”(q) € o campo vetorial. A re-
lacao de com o caso de uma particula nao relativistica com

Spin em um campo esterno € aparente se identificarmos A"com 'mo

mentum angular' associado aos graus de liberdade representados

por £, > 0= 1,2,3. Nesse caso (L A“)Vl(q) adquire o significado

u
de interacao Spin-orbita.



Para um sistema descrito por N geradores de Grasmann

a Lagrangeana, em sua forma mailis geral, pode ser escrita como:

N n
. . -
a=1 1=1

sendo V(qi,ga) construida a partir de combinacao linear de todos
os polinomios possiveis nas variaveis £, Como tambem, deve con-

ter funcoes nas variaveils comutantes q; -

No capitulo seguinte quantizaremos os casos de siste-
mas descritos Gl e G;, € determinamos explicitamente o propaga—

dor associado a GZ’ usando o principio de Feynman na forma modi-
ficada isto €; descrito num superespaco de fase definido por
(q(t),(e(t) e (p(t), m(t)). A integral de trajetoria definida em
termos de uma Hamiltoniana permite simplificar os calculos de in
tegracao, ja que em termos da Lagrangeana contendo variaveis an-

ticomutantes nao se obtem integrais na forma gaussiana (convenci

onal).



CAPITULO III

III. QUANTIZACAO DE SISTEMAS CLASSICO GERAL E PSEUDO-CLASSICO.

[II.1. Introducao

No Capitulo I apresentamos como obter pelo metodo de

Feynman o propagador para o caso mais simples, o de uma parti-
cula livre classica. O metodo de Feynman ou integrais de traje
toria pode tambeém ser utilizado para determinar-se o operador

-,

Hamiltoniano H a partir das funcoes Lagrangeana ou Hamiltonia-

na classicas.

i

A utilizacao deste metodo na determinacao de H permi
te obter um operador ja simetrizado e elimina assim ambiguida-

des conhecidas do método canonico usual de quantizacao.

No entanto, no estudo de sistemas classicos o metodo

de Feynman tem sido aplicado comumente apenas a certos tipos
particulares de Lagrangeana, e nos sistemas pseudo-classicos,a

obtencao do H tem sido obtido, no melhor do nosso conhecimento,

somente via método canonico de quantizacao.

]

No presente capitulo nos obtemos H, pelo método de
Feynman, para um sistema classico dinamico geral incluindo po-
tenciais que dependem nao so da posicao (caso ja estudado) mas
tambem das velocidades. Tambem nesse capitulo procuramos esten
der o metodo de Feynman ao super-espaco de fase descrito pelos

pares canonicamente conjugados (qi,pi) e (Eu,ﬂa) onde e, €

-,

Qo

sao elementos da algebra de Grassmann e determinar H e propaga

dores para sistemas associados as algebras Gl’GZ e GS' Uma bre



-

ve discussao sobre algebra de Grassmann € apresentada nos Apén

dices A e B.

I[II.2. Quantizacao pelo principio de Feynman para um sistema

classico nao relativistico dependente da posicao e velo

cidade

Consideremos um sistema classico descrito pela Lagran

geana:

L(q(),4(t),t) = 7 g;:a47d + V(a(t),q(t)) (I11.1.)
onde 3 3 e a metrica e i,j = 1,2,...,m
Seja a acao classica,

C+€
S (q(t+e),q (t) =j[ L(q(t'),q(t'))dtf (III.2)
&
com as condicoes
q(t') = q(t) : q(t') = q(t+e)
t'= t'=t+€

(III.3)

Por definicao de integral de trajetoria (vide (I.34) )

|

0
S
¢y (q(t+e) ,t+g) /eﬁ v (q(t),t) /g(q)D (q(t)) (I.34)

onde incluimos o fator /g , g = detgij.



Para ¢ proximo de zero, na vizinhanca do ponto esta-
cionario q(t) = q(t+e), a acao (III.2) torna-se aproximadamen-

te 1gual a €L, ou seja,

T+¢
S = lim/ L(g(t'+e),q(t')dt

~e L (Q(t+€) ; q(t) , Q(t+€g—QCt)) (II1.4)

Entao de (I.34) segue que

v (g (t+e) ,t+€)=/ exp [%EL(Q(t+€)+q_(t) , q(t+€i'q_(t_)] Vg(qu (q(tDD(Q(t))

- OO

(III.5)

Expandindo o lado esquerdo, dessa igualdade, em serie de poten

cias com relacao ao tempo, obtemos:

, 2 2
Y(q(t+e), t+e) = v(q(t+e), t) +¢ 8y L £ _ 91 , .. (III.6)
ot ‘! atz
Supondo a metrica constante, temos, expandindo as
funcoes do lado direito de (III.5) que:
S(q(t+e) ,q(t)) = €L
1 i1 ;]
= E(Tgijq qa + V)
_ 1 1 j_ i, 1ijo 10 i jom
= ZgglJn N E(VO 14 Ai+2n 14 Alj 6 n n T']..' Aijm -
1 1 j mn
- 71 ntadn™t b (II1.7)

1jmn



onde,

nt = q (t+e) - q (t) (II1.8)
"i=wi+l‘_a‘\ir
3q S Y|
2 2 2
hi =g (s E s s 5 —— ) (II1.9)
J " 3q9q e 3gTag?  e“ 3qteg’

-

a expansao da funcao exponencial e 1gual,

1 €],
eﬁ = 1 + %*EL + (%)Z-E%wesz + oo e (II1.10)
c
. ' 13V 1 1.7 azw
¥ = Y- (q(t+g), t) - = ) {+-2—'|—n n i =" P e e (III-].].)
: J
| 04 93]

Substituindo as equacoes (III.7), (III.10) e (III.11) em

(ITI.5) e resolvendo as integrais Gausslianas, ou seja,

1 1 ]
77F. 8iiN M
2) efMe 1370 T ;v dn = (dhige) VY (I1I.12)
. Zi gijnan . _
b) 5 C = . nmnn'fgﬁdnmdnn = (iﬁﬂe)N/ " (1§Q)gmn



o 1el
| 0 0
M T a) =+ 13 SogEet - Hoo
. /g 3q 9q
Clgt et 145 av 8 i ijav eV
2 aqlaqj 3ql an 2h val 0§ ]

(III.14)

Comparando os coeficientes dos monomios em ¢, nas e-

quacoes (III.6) e (III.14), obtemos para o termo el a equacao

-

de Schrodinger, cujo Hamiltoniano H vem dado por;

H = —_--1%—--__].'-.—_. ai— (E glJ a;') + VO_ i%glj. ]?-V j- -
Yg' 29 0q” 99~ 3¢
_ ing™) av s 1.4 3V, %V (III.15)
2 . 1 ] 2 it sa) '
0 9q 04 9(
onde V, = v(iq,q, t)
q =0

"

E interessante ressaltar que se a metrica nao € cons

g..(q) surgem termos adicionals no opera-

tante isto e, 814 * By

dor Hamiltoniano H proporcional a curvatura do espaco R.

A seguir faremos uma aplicacao da equacao (III.1l5)pa
ra um sistema de uma particula, na presenca de um campo vetori

al externo.



[11.2.1. Aplicacao: Equacao de Schrodinger para uma particula

carregada, na presenca de um campo magnetico.

Seja um sistema classico contendo uma particula car-
regada na presenca de um campo magnetico, descrito pela Lagran

geana,

. 2
mr

L

®
—}-

r.A - e ¢ (II1.16)

e
L = + —
C

- -

3 . ~ :
onde r e o vetor velocidade, e e a carga, c e a velocidade da

luz e A e ¢ sao os potenciais vetorial e escalar, respectiva—

mente.
Assim o operador Hamiltoniano H vem dado,
) ne 1 o ij 9 ih ij 3V
H:—— . -———-i—.('fglg - '.) +V0———g .—--_].-_.._....__
2 Y2 aq 3q” 2 5q " 9G”
_% hglj BX_ aj N % glj agi BVJ
934~ a3q 939~ 9q
-
onde, ¥ = roa r . K + € ¢ : Vo = € ¢

Assim, para uma particula de massamusando o sistema de coorde

nadas cartesianas, obtemos;

L L - 3 |
—_— g — = —-g ¢ ——— -(“'— I K + € ¢J) = lhe’ %-K
. ’q 54 . 5q 347 . - 2cm

(ITI.17)



ih ij v o _ih g o e > _-ifie 1 2
ot Sown Tl L F AL - A 4 ©¢)0i = Tmc K.V (III.18)

i ; > &
_% g _3‘1/ oV. _ _€ _ A.A (III1.19)

Substituindo as equacoes (III.17), (III.18) e (III.19) no ope-

rador Hamiltoniano, obtemos

" 7 . . 2
h 2 1he = 1he - S
H = - m V + e¢‘ > zm V-K + zmc K.V + 2 ZK-K*
mc
1 H> C h > ez
= 5= (3 _EK).(-IV_EA) Y (I11.20)

De onde obtemos a seguinte equacao de Schfodinger,

hay 1 h2 e N> e
- e = G V-2 K.GV - A v egy (II1.21)

I[II.3. Quantizacao de Sistemas Pseudo-Classicos pelo Metodo de

Feynman

Seja um sistema descrito por m coordenadas numero-c,
dysdpe«+5qy © M coordenadas anticomutantes E13E9++s &) © S€Uus

respectivos momenta conjugados PysPgsecessPy © T1sToeeesTy gen

do £ e 7 elementos da algebra de Grassmann.

. (9), (11)

Segundo Casalbuonil o espaco de fase associa-

il

do a esse sistema e chamado de superespaco de fase, e descrito

pelos pares canonicamente conjugados (qﬂpi) e (Ea,ﬂa)- Define-



se entao um Hamiltoniano ﬂ = % (qi,pi;ga,wa;t) e tem-se 0 se-

guinte principio variacional:

""Sejam as coordenadas do sistema nos instantes t' e
!
t" dadas por (qq, qj,-«-,dps &1 E3se-+5 Eg) € (), A"5,...,qp0;

gT, gz,..., g”M) respectivamente e [q(t), z(t); p(t), n(t)] o
conjunto de todas as trajetorias no superespaco de fase que sa-
tisfazem ao condicgoOes inicial (instante t') e final (i1nstante
t"") sem nenhuma restring¢ao a energia ou aos momenta inicial ou

final. entdo, o conjunto das trajetorias no superespaco de fase

que tornam a agao

A= IX aypy ¢ Ditr -, q); 11), £(0); t)]at

(III.22)

um extremo € solucao das equacoes de movimento do sistema (e-
quacoes de Hamilton) para as condigoes inicial e final especi-

ficadas",

Para estendermos o Metodo de Feynman ao superespaco

)

de fase, definiremos segundo Garrad(27 e por analogia com 0
caso classico, uma funcao integral sobre o conjunto de todas
as trajetorias possiveis no superespaco de fase, subdividindo o
intervalo de tempo t'<t<t"™ em N particoes. As funcoes q(t),
¢(t) sao entao aproximadas por funcoes lineares em cada inter-

valo (ti_l,ti) e as funcoes p(t) e n(t) sao, no mesmo interva-

lo, aproximadamente constantes mas descontinuas.

Assim temos com o funcional,



1
F la(t),p(t); e(t), ()] = elm A (I11.23)

que o propagador de Feynman K(q",q';e",e'; t'",t') € dado por

1

W g e gt p1eptt £17) 1 1
K(q",q";e",e"5t",t") —/exph Z‘]quJ + > a};
t -

- # a,pse, mit)1dt x dlq () 3P (t)]-dla(£)]-dl£(t)] x

(III.24)

onde os simbolos d[ ] indicam integracao sobre todas as traje-

—

torias no superespaco de fase e ¢ € uma constante de normaliza

cao a determinar.

[TI.3.1. Sistemas descrito por ﬂ: P_, V(qg, &)

Neste caso (III.24) nos da considerando n=M=3

tll
K (q”,Q' ;‘E”:E' ;tn_tf) - %—f exp{%—[a.ﬁ+%§.'§ - %—ﬁﬁ']—; -
T

- V(q,g)] dt} . dlp(t)]-dlq(t)]-dl«(t)].d[g(t)] (III.25)

: 5
com §.3 = 3 4;p;

o1

N

o = 21 gaﬂu (III.26)
e

o < 3 3

B.D = 2, P;D;



Efetuando as N subdivisoes do intervalo t"-t', a
cao como definida por (III.22) pode ser expressa COmo:
-tll
2 1 >
A =/ [ q.P + 5 £.7 - %EB.E - ¥(q,&)] dt
-tf
N
N s - — J___ B ) ...:!Z - - -
_ Z 9579510 Py = Zm(F5mta)P 7Ry )Ty
J=1
°;
_[ Vdt] (I11.27)
tj—l

e 0 propagador torna-se:

. N
T e ra. I LT 1 1 A s 4 1 _2
K (q ,q"';&g",g';t"-t") = lim c[exp{h Z= [(qJ'q -1 -Pj ~mP

N>
°;
1.> > =
t.=1. = E .=E& -
|
7-1
(III.28)
onde
3 5 3 3 3
o®q=dq1dq2 qu | bp:‘-_lpldpz de
_ ade a3 3 e 3.3 3
QE_dglng déN ; 'fr_dﬂldﬂz. d'nN
(III1.29)

A determinacao da equacao de Schradinger no superes-

a -



il

paco € obtida supondo que quando At = t"-t' € suficientemente

pequeno pode-se aproximar a 1ntegral funcional pela sua aproxi

macao de primeira ordem, isto € q'" = aj e q' = aj-l' E

que tal suposicao deve ser valida se a integral funcional con-

C1aro

il

vergir quando N»», 0 que e verdade para uma ampla classe de po

tencials.

Entao,
. , | N
K (q",9"38",e"3at) = %fexp{% [D. (6"-3')-§—mp At + -;-'%. (£"-F') +
3.3
+ Vat]} . d7pdn (ITI.30)

Expandindo a exponencial em serie de potencias, e desprezando

2 e finalmente 1nte—

termos de ordem superior ou 1gual a (At)
grando termos de ordem superior ou 1gual a (At)2 e finalmente,

integrando em q(t) e £(t), obtemos
K (q",q';E",€";4t) =/[1- iat(5=p” + V)]l-exp (& [p.(3"-q') +

e

(Zv-E')1} . d’pd’n

1 -
+ T~ 'TT-
2

onde na forma mais geral, a funcao potencial e,

Va,8) = Vo (@ + Vi@ v 84+ Vp (@) X £ 5+ Vs (@)

a,B

ZYchygaEBgo' (III-BZ)

o 8,0

Usando entao as relacoes



. _ % D.e i =1,2,3 (I11.33)

iﬁ > (an_al) i ;T} (gn_g l)
5
KLq".q"3E",E"’ sAt) = %‘ e 62 dspd T -
iz -3 -1 7. ("-¢")
2 3. (d"-q') == 3 .3
1 -h Z h 2 d pd
- ﬁEﬁt | —= U+ V(q,g)]J[; . €
(I1I.34)
Com o uso da funcao delta de Dirac
%E (an_ar)
e a°p = 6l (@"-4")] =
]- 11 ' B | ! " !
= 3 ¢ (q7-q¢) ¢(q5-9,) &§(qz-qz) (III.35)

e definindo a sua analoga para as variaveis anticomutantes co-

mo, (veja apendice B)

= =36 (g-g) 6 (gy-g5) 8 (gr-¢g3) (I11.36)

Obtemos,



K (qn,qt ;zn, E,' ’ At) = & (a"'a')'é (-gn_—)-l) .

-at % [- 7= v + V(q,8]s (@"-9') .5 (E"-E") (I11.57)

onde temos usado a constante c = (2‘1’1)“3

Expandindo em série de potencias de t o lado esquer-
do da igualdade acima, para At> 0, e observando que neste ca-

so o propagador K deve ter a forma de uma funcao delta, temos

que
(ITI.38)

K(qlf,ql;gﬂ,gl; At) 5 (all_a‘!).ﬁ (_gl!__g!) & Atg_tK(q’g’t)

q'-q',g"-g" At

Comparando as equacoes (III.37) e (III.38) obtem-se
facilmente a equacao de Schrodinger e consequentemente o ope-

rador Hamiltonianofﬂ, do sistema quantico correspondente, ou

seja

2

4% = —gn VZ + V(q,¢&) _ (III.39)

Devemos notar que como a parte cinetica de % nao con

tem contribuicao das variaveis de Grassmann, O mesmo O OCOTTE

em .

[TI.3.2. Sistema descrito por i‘:: -—;— EF: + ing : Caso Gl



Determinando-se o momentum canonicamente conjugado a £ encon—

tramos que

- 3¢ (I11.39)

T =

g
0§
o que nos da o vinculo

X = T + % & (III1.40)

+
~ . . o _ d . Py
Usamos a notacao derivada a esquerda —— = - (veja Apendice A)

3E  DE

il

Essa situacao € analoga ao de Lagrangeanas degenera-

das da mecanica classica. Utilizando entao a formulacao de Di-

(19)

rac para o superespaco de fase , temos a Hamiltoniana pseu-

do-classica.

i
P
><

|
JTe

=
..l_

4t13
(I11.41)

|
>
><

!
Hu
=
Y

onde o multiplicador de Lagrange X (anticomutante de carater im

il

par) e determinado usando que

= x.Hy =0 (I11.42)

Com {X,?ZD} o parenteses de Poisson da pseudo-mecanica para o

caso de uma variavel dinamica impar e uma par na algebra de

Grassmann, ou seja



J X aﬂD 2 #lp 5 x
{X,#D}= - (Tg'a T . o Eﬁ) (111-43)

Entao de (III1.40) e (III.42) segue com (III.43) que

L = % . (111.44)

e dail

4%D - n(r - % £) (III.41.a)

Para determinar o operador Hamiltoniano associado ao

sistema Gl’ usando o metodo de Feynman temos, desprezando ter-

2
mos da ordem €, que

[ 1 — EWT + 82__1 ng)- ei(E”_gt)ﬂdﬂ

. 0 elng 1(g"-g" )
f(l - €ﬂ13€ + - ). e dm

s (£"-£') + e(in 3 + in£).s6(E"-£")

3E 2

(III.45)

Expandindo o lado esquerdo de expressao em série de potencias
em t, obtemos (111.46)
3 K

" 1 o ! . - nm_ -1 .
K(g",g"sn",m'5e ) = 6(g"-8") + e-=%

EM-E' 77", ¢



pois para =0 o propagador comporta-se como uma funcao delta.

Comparando os termos da ordem de ¢ nas duas equacoes

acima encontramos o segulnte operador Hamiltoniano,
; 0 R
4Z = 1p={gs + % £ ) (I1I.47)

que coincide com o resultado de Casalbuoni e Bordi(lg) obtido

pelo metodo canonico de quantizacao.

Notemos por compracao com ﬁD dado por (III.41.a) que

para as variaveils de Grassmann tem-se a regra de corresponden-

cl1la:

- i %E v (&) (I1I.48)

vy (&)

cy ()

cy (&)
III.3.3. Caso G3 - (51,€2,53)

Considerando o superespaco de fase consistindo dos

sub-espacos hexa-dimensionais (q;,p;) e (¢ ,m ), Marinov et

Berezin(ll) obtiveram o Hamiltoniano apresentado na seccao 3

do Capitulo II. Procuremos quantizar o sistema descrito por a-

e

quele . A acao que o descreve e,

-t’H

: . Z

A =/ | ﬁa + %’%’T{-gﬁ- Vo(q) -Vl(CI) L.% -T .1 ] dt
8

(III.49)



-.) i . — —~—
onde L e o momento angular orbital, Vo(q) e Vl(q) sao funcoes

potencial e ?(q)é¥um campo vetorial.

Usando a equacao (III.49) o propagador K pode ser ex

pPresso por

-tll
" B | ! = e . @ 2
. ) B _:_[__ e A l—}- — ~ p_ B -
K (g ,q9';& ,& ;At) _fexp {hj lp.g + zﬂ.g 5 Vo(q)
1

-V (@ @5 - F@.f . d°qd®pd +d:

. 2 .
mn .
zf[l . %At 5=+ V_ + %V A e’rsqmp e £ 4+ ieimh; g £ )]

-j;(a'n_ar) i; % (gfl_gi) T
eafl e dspdsn
= ol -4 e et i Yt Yo T Y1z & fAnig Srts
. R]TID A A | ey S0y Py
+ 1¢ 1“Sl gmgn)-a(q -4')s (£'"-¢g'") (III.50)
E introduzindo as definicoes
p=2 39 (I11.51)
>j 2> _>xJ _ jm 3
L= xDP) =c¢ qm.aqn (I1I.52)
%-j JTs (I11.53)



Sendo gr,elementos da algebra de Clifford

: 2
K(C{",Q';E"?E',t”-—t') _ (3(3”'-;&')5 (En_‘é’t) N At% ("'%ﬁ VZ " VO "
+ %— VL. A+ h.T.H) 6 (@"-q")s (E"-E") (II1.54)

Expandindo o lado esquerdo da igualdade acima, em sé
rie de potencias em t, obtem-se facilmente a equacao de

Schrodinger e consequentemente o operador Hamiltoniano,

4€==£i+-§:ﬁiv'£ K +'z:f A
n Z 1'nmn n n n (1]11.55)

]

onde temos definido por H o operador Hamiltoniano.

he 2
2m

H = - 7Y+ V_(q) (III.55a)

Lembrando que as matrizes de Pauli T Gé,Vé satisfa

l’

zem as relacoes [Uﬁ’qh]+ = Zémn , uma possivel realizacao de
£, €
en = (%)1/2 T (II1.56)

0 que permlte relacionar o operador Hamiltoniano (III.54) com

de uma particula nao relativistica com spin em um campo exter-

._)..
no, representado por T.



I1II1.4. Calculo dos Propagadores

caso GZ: (61,52)

Como ja ressaltamos no capitulo I (sec. 5), o propa-
gador K assume uma posicao fundamental na descricao da evolu--
cao de um sistema fisico. Mais explicitamente, significa  que
os efeitos de toda a historia de um sistema fisico pode ser ex
pressa com K a partir de uma unica funcao, ou seja dada a fun-
cao de onda inicial, podemos calcular (com a ajuda do propaga-

dor) tudo que pode acontecer ao sistema apOs o instante inici-

al.

Concluindo esse capitulo, completando o estudo de sis
temas pseudo-classicos descritos pelas algebras G;,G,,Gz, de-
terminaremos explicitamente o propagador para um sistema des—

crito pelo modelo G, -

Uma possivel Lagrangeana para um sistema descrito

-

por dois geradores da algebra de Grassmann € da forma

1 . .
bolog e, v ety + 6yey + 8yt (I11.57)
Sendo g. 'fontes externas' de carater Impar na algebra de
Grassmann.

Por definicao dos momenta canonicamente conjugados

temos os vinculos,

X, =T +>& =0, a=1,2 (I11.58)



Usando entao a formulacao de Dirac para sistemas

pseudo-classicos temos:

2
2
%D = Z_]_AO'.XOL + S—IE - _ %
o= Q= ol

Q

™

¥ + 5151 + €58 (III.59)

ool
o=1

E determinando A, @ partir de(lg):

2
_ L ixg 38 . 38 9xy4 _
Lo {Xu’ﬂD} LEI “aEp Bmu * 3Ep ampd
(III.60)
temos a solucgao geral
A = - 1B ; g = Lgi (ITI.61)
o Qa
Substituindo esse resultado em p Segue-se que,
f{ _ 1 . 1
p = - lBl ('ﬂl— 5 El) - lBZ(TTZ = 7 gz) (II1.62)
Tendo ‘HD’ podemos usar a definicao de propagador para o caso
GZ’ ou seja,
B 1
K ( ' " £ ' ' t') _ ga eﬁ%( ) (III 63)
525 gl’ ’ 523 gl’ . Ea,ﬂa .
gf

onde A € a acao pseudo-classica expressa em termos das varia-

veis de Grassmann, ou seja,



2
A= -2 =k —%D (I11.64)

A = —Zﬂé —i'Z\B-(Tr —%g) (III.65)

o o
o=1 = % a=1

Subdividindo o intervalo de tempo t'-t' de evolucgao
do sistema, em N+1 particoes, tal que t -t . = ¢ seja aproxi

madamente igual a zero, obtemos de (III.063)

[ 22: gan_gcﬂl—l : - i |
a1 L-g ﬂ&n - 1 ;E& B&(ﬂ&ﬁ iﬁaﬂ]}
N dﬁlndgln AT 1N+1 7$, dﬂ2p§€2 dﬂ3N+l
FTT - 1 1 1
n=1 n=1
N+1 - _
. E1ln €1n-1 E2n €2n-2
gf..fe}(p (1 Z | ﬂln"' "2n -
n=1 = €
_ N dn., d¢ dm
: 1 : ) 11 “in I1N+1
- 1B1m1n - 2818107 1PF2Mon" 752g2n]}.'111 i T 1

dm dm

n9%2n 2N+1

N+l &, =-¢
=]. J exp [ie S, (- 11 e;n 1 By ™ iBl'!Tln - %Blgln)]'



N+1 & £
: 2n -’2n-1 ; 1
"f"fe’q’ L2 'HZ_I(' = Tan~ 1B2"an" 7 Bpian) 1

N
dm, dE& dm
X ;I':Fl 2ni_ 2n 21]_\LI+1 (II1.66)

Uma discussao sobre integracoes nas variaveis de Grassmann

apresentada no Apendice A.

M\

Observando a gquacao acima notamos que cada  conjunto

de N+1 integrais isto e em Eln e £2n sao identicas ao caso Gl'

Resolvendo as 2(N+1) integrais de forma analoga

caso de um unico gerador obtemos,

e

N+l ¢ 3 ' .. 1
/. . .f e}(p [i€ .Z (- _;l-n"' 1n—1ﬂ1n - 1Blﬂ'ln— 'Zslgln)] 0
n=1

N dmn, df dmn
rTr 1n °1n IN+1
- = — -

1 1
n=1

1 ! 3 i " !
= [‘El - gl - l(N+1)EBl + -2—(N+1)€[31€151] (111-67)

a qual simbolizamos por,

ao

K(gy,gl,t"-t") = [g}) - & - i(N+1)ep,+ 7 (N+1)eg ee!] (II1.68)

1



onde ga B EQU » & N ga N+1

Ol

Para a variavel 2,5, obtemos tambem de forma analoga ao caso G,

que,

LA ! ] i 1 !
= [52 -~ &g = 1(N+1)562 + 7(N+l)562€2£2] (ITII1.69).

it (III.70)

' . A ' - L T - _1_ 11
K(EY, €55 t"-t') 2 [g) -£) - i(N+D)ep, + F(N+1)ep,eyes |

Observando as equacoes (III.67) e (III.70) notamos que estas
sao exatamente os propagadores para as variaveis £1 € &,, Tes-
pectivamente. Entao o propagador para um sistema quantico cor-

—_

respondente cuja Lagrangeana e da forma (III.57), pode ser ex-
presso pelo produto dos propagadores nas variaveis E1 € &5, 15

to €,
1 B ! ! 1 | — B ! Tf_ ! B ! TT_ !
K (El,iz,él,gz, th-t') = K (g9, &, t7-t"). K (g£5,&5, tV-t')

(IIT1.71)

De onde podemos generalizar que para um Sistema

pseudo-classico descrito por N geradores E19E95 =25y cuja La-

il

grangeana e da forma



N N
b - ST EE. + 3 B E (I11.72)
a=1 o=l

o propagador de Feynmann pode ser expresso como sendo o produ-

et

to dos propagadores nas variaveis €, 1sto e

K(g{,gg, ...,gﬁ;gi,gé,...,gﬁ; t"-t') = (II1.73)
= K (gI,gi,t”-t').K(gg,gé,t”-t')...K(gﬁ,g&,t”-t')

E interessante ressaltar que os propagadores K (&, &5, st"-T")

podem ser escritos na forma exponencial, como

"1 " 1
. Z %a'c
K(g'(;’gf, tfl_t') g” _g(; _ lB@(tl'_t') e

o o
o o

(III1.74)

onde t" = t° (N+1) ¢

Com o uso desses propagadores podemos entao escrever

que,
V(B89 5B ,T") Q/K (EY 585 e eesBy 3 EsEpsrerebyst!-T")

vo(E],85,. ., Efst')ededdel. .. def

Sendo ¥(£1,E5,.+-Ex,t") O estado fisico do sistema para o ins-

tante t'.



APENDICE A

Klgebra de Grassmann

Define-se por algebra de Grassmann G, , de grau N, a

N’

algebra gerada por N geradores &£,,£5,...,8y OS quais satisfa—

zem a seguinte regra de anticomutacao,

(§,» E J=E B, + .6 =0 (A.1)
a,B = 1,2,...,N

Em particular,
52=£f~; = 0 (A.2)
Qo o~ &

Qualquer elemento ?fg) E GN pode ser representado co

mo uma soma finita de monomios homogeneos,

V
- - (A.3)
o kY SR,

K - - : : P
onde gi ) sao numeros reals ou complexos antissimetricCos nos

indices {K}. O monomio Ex st Ex e dito ser de grau v. A dimen

1 V
sao da algebra Gy ¢
N N
dim Gy = 2 din 6,") - > (1\\}) . 2 (A.4)
V= V=

e 0o espaco dos monomios de grau v.

onde dimensao de Gév)

O espaco GN pode ser subdividido em dols sub-espacos:



(+) (=)
. Gy 7 e Gy

+ - i s~
- Gé ) e 0 sub-espaco de GN, cujos elementos sao formados a par
tir de uma combinacao dos monomios de potencias pares, isto e,

Te) = T, +in72(vl,v2) £y By e (A.5)

- GN(_) e o sub-espaco de GN, com elementos formados a partir

de uma combinacao dos monomios de potéencia Impares,

f}’ (8) = E\; 5’1 (\))Ev N \‘)Sl\ ?3 (vl’vz’v3)§v1£v2€v3+

(A.6)
Dessas definicoes observa-se que todos elementos de
G (+) comutam entre si e tambéem com todos os de GN’ por outro

N
(=)

lado, os elementos de GN , anticomutam entre si1 e comutam com

0s de GN(+)

Se atribuir as paridades

> (

pares

> 1

impares

temos que o produto de dols elementos TFe 95 cujas paridades

sao dadas por p e q, respectivamente, € igual a

F6 - -»PIGTF (A.7)

esta expressao define uma algebra denominada '"Algebra Graduada"



-"Involucao'": (Um analogo a conjugacao complexa).

A involucao em Gy ¢ definida como uma correspondeéencia

*
um a um,i;+:r de G,, em G e satisfazendo as segulntes condi-

N N’

coes:

(F ) =% (A.8.a)
(7, +F,) = F, + 7, (A.8.Db)
(%, F,) =F,F, (A.8.¢)
@Fy" - 7F’ (A.8.d)

il il

onde o € um numero complexo, isto e complexo conjugado de a.

* ——
Se F§ =%F diz-se que o elemento e real. Se todos elementos de

il

G satisfazem esta combinacao dizemos que a algebra e real.

- "Operadores Derivada':

Define-se aqui tambem os operadores derivativos.

a) derivada a direita: az
o

-{—
& 2 M 0
V V V O & . ot - 0 & G &

1 2 1 0E V%V V-1 V1% Vg Vy_2 vy *
| %

+ o o o ‘ 2 ("""1) 6\)10&51&2---&\)1 | (A-g)



.

b) derivada a esquerda:

—
_A_
:

- ""Regra de Diferenciacao em Cadeia"

Seja,

Fo) = Flo(g) ]

logo,

Tle (g) ]

—

e a esquerda,

SE

Ol

il

onde t € um parametro real, temos que:

a%frr[ s (t) 1

]

2.

.(-.
0

doo
I -

(t). ¢

—
0

0

2

0

a

B

(A.

(A.

(A.

(A.

(A.

(A.

10)

11)

12)

13)

14)

i dood )

16)



T3 de

= 2 (55— ) T4 (A.16)
Q Qo

- "Integracao':

Define-se as seguintes integrais,

fldgu = ( , fgadga = ] (A.17)

‘[gvl...gva. dgl...dgOL = B eeel (A.18)

f Fe) dgj... de_ = €, g V1"V (A.19)



APENDICE B

Funcao delta de Dirac com variaveis de Grassmann

Nesta seccao procura-se definir no espaco de Grassmann

uma funcao analoga a delta de Dirac do espaco convencional.

Define-se a transformada de Fourier, para as varia

vels de Grassmann da segulinte forma.

%(n)

cuja 1nversa pode ser calculada usando,

1)

2 £'n
(-1)‘1\1/?'(g').e°“ * % gy ... dey (B.1)

F (&)

*
F .
=
R )
o
oM
J Y
o
b=, |
QL Q
=
o
Q.
e
07

Z(E,; £ J)n,
. (-1)‘Nf F(c1) e dg'..dedn .. .d

(B.2)

|
s
Uy
-
0
£
®.
L
L
¥
=)
e
oy
=
Z_a
an
Y
-
A,
A |
2

]

Uma das condigoes para que a igualdade acima seja satisfeita e

‘que a 1ntegral entre colchete, deve ser uma funcao do tipo del

-

ta de Dirac, 1sto e,



e L e dn

)

(£'1-21) (E'N‘EN)dn
.

S(E - £) "

i)

O (Ei - El)---ﬁ (E'N - EN) (B-S)

il

A qual e analoga a funcao delta de Dirac nas variaveis numero
-c. E interessante ressaltar que esta definicao, difere do ca

so convencional, por um fator 1 na exponencial.

- Propriedades da nova funcao delta

a) f@(g—e)-dg = 1

Prova: Seja, uma variavel anticomutante, entao,

(E-6)n
[6 (g-6)dg =//e dn dg
=//[1 + (£-6)n ] dn dg

=/ (-9) deg =1 (B.4)

o
| —
“q
h
Jry
N’
O
F g
Jry
l
D
N’
Gl
Uy
|
“q
F i
D
|

Prova: Seja f?(g) o« + BE , sendo o € g numeros complexos.

Entao,

(g-6)"
/?(g)'a(g—e)-dg = /(a +8¢) / e dnde

=/ ( a+gg)[1 + (£-6)n] dndsg



= o + BBO =‘-7r(6)

£

!
C) f’:"(a)-g' (£-8)de = F (o)
onde temos usado as definicoes,

d

88 2 3 e g Hi B

d
de

Prova: seja

f F (6) (57 g(&) )+deg... f(?(a) o) g(E)de, ..
o

Entao,

f?(&)-_g' (£-6)-dE =/?(€)' (:g—g-@ (£-6))de

/(S’(a) —) 5§ (£-0) -

fg(a)-cs (£-06)-dg

g(0) = F' (0

(B.S)

(B.6)

(B.7)

(B.8)
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